
4
.
Derived Category and
Canonical Bundle - I



くあらすじ ) 全て smooth
, proj . lk .

。 導来同値ならば 等次元元

1
. Ample (anti -) canonical bundle coxorcox -ampleを仮定

。 三角 の “ pointlikebject"
" invertileodject”

を 定義、
(4. 3) (4. 8)

。 D (x)では { kcc)[ ]}{ ]}品 xpcx)に 正確に一致'

( 4. 6) (4. 9 )

。 導来同値ならば 同型( 4 .11 )

2
. Autoequivalences for ampleCanti- )canonicalbundle同仮定
0 Aut (DP(×))DX

℃)の自己同値
豪 ×(A+(
)_*自通屋の

← !
ル

3 .Amplesequencesinderivedcategories
(一般 のAbel 国や導来 )

。 D
(A)→D がampleseq. 上 で ffなら f .5.

(
4_21) Orlow

。 DA)D2が ampleseq上 で Idなら Id. (4.23
,
激ヤが ) Bondal

- Orlow

oD
やCA)号D が ampleseq 上 で同型なら 同型、 (4. 24) Kawamata

(それそれ仮定はもう 少 し 必要 )



←
菜
エ
香
園

0 §
1

π

§
豆
0
@

℃
*

§
0

←
0

巖
f
←

界
絮
齧

比
'

1 驀
↳
彎

寝
①

1
⑥

0

少
8
T

ε
香
も

票
℃

h
s

"
"

囊
「
'
θ

!
θ

1
受

:
%
←

%
¤

§
翏

受

掌
瘀
競

「
11

1

0
⑥

奚
§

… 々
§

"

灤
11 Q

E ¤
§

⑥
孌

E
x

θ
℃

g
Q



1
. Ample (anti -) canonicalbundle

s . Point like object 編

D . K 線形三角国 でSevefunctor Sをもつとする 。

PED は point like object (ofdim,
d )

⇒
def.

1
① S(P) = P [4]

② Hom (P. PI負 ) = 0し③ Hom (P, p) == K(P) は 体 (⇒
ef

pisimple )
ー

以下 D = DP(X) のケースしか 考 えない

盤 {Kc)[uj } x : ×omεa 閉点 C { point like } c { simpe }
exc . 4. 4 :( Caladi- uなら {sinpe'shf. }

"

)
(i. e .ω×=Ox

Lem
.

4
.

5 : U

{simple , dimsupp= 0 , ③ ] あとでやる )

Prop. 4 . 6
ωX{ K)[uj} x× 'nε z閉点= { point like }とでやる )

(ondalB
,
Orlov)



違季
←

堂
透
違
⑧

'

%

¤
℃

男
番

善
b

刃
*

田
刃

σ
卩

別 "
b
∞
≥

“
「

喜。
步
善盈

¤
。

詹
竈

0

∞
b

受
¤
λ
∞
紫
←
喜
←
λ

℃
←

高
問

「

議
禀

宵
∴

0

烹

11

ぎ

11

0

き
番

l
0
¤
少

R
愛 ←

善
§
a

豆
問

9

勇
①
粤

議嘉
§
⑨
§

嬉
'
⑪
'

っ

1H
1

℃
*

忍
a

草
‰

氅善
藦
:屬 ¤§ っ

§
'



愛
騒

薹
芻

←

善
忽
.
‰

8
§

0

i
11

11
⑥

1"
Q

§

宴
0

¤ ←

容
:

詹
§

o
%

§

コ
b
∞

台

顳
l

顰
嘉
'

i

谿
鑿

室

0

籮
←

§

*
*

愛
蠡

0
Q

1

E
'

番
11

¤
§

喜
℃

§
豈

営 ℃
0

0

烹
憂
騭

愛

"

¤
§

糵
怒

√



1
. Ample (anti -) canonical bundle

了 : invertible object 編

D. K 線形 三角国 で SerrfunctorS をもつとする。

LED は invertible object

⇒
def. tp : point like o$j. , anpta

K (P) if i = up
s.t.し Hom ( L. P[i] ) = { 0 othermise

.

ー

以下 D = D(X) のケースしか 考 えない

艘 { LEn] } meaLEPic(*) o { invotj . } (大変)

Prop -4. 9 .

wx = ( Pointlikeゅjが明示できるので 明 らか )

Pp.4.9 %のアウトライン : L =[0→□ ” →0 } :invobjを取 る

m

(
Step I . Sem : loc .free .

示すこと : stalw freeExt'(, ks) の 消減 、

Step 2 .mmmrk sem = 1
.

示すこと : fierdim= 1 . .dime ak)= 1 .

Stepfeem
=
0 .
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3
. Ample sequences in derived categories

I( f .Def.2 . 72,Pry-317) iA :K線形Abel とする 。

{Li} :G EA は ample sequence

⇒
def .AEct

,

i ) Hom (LicA ) 炎に A

ョ (A)io
,
tic (A)io i ;) Hom (LiA[≠o]) = 0し 1 i : i) Hom ( A ,

Li) = 0

ー

。思い 出 し ( Rmk .4.% :

( le2. 73)howl . -
dim itco

⇒ An ample seq - は
D(A ) のspanning類をなす

D key idea .{' } : ampe seq .

1
←

どれだけ 下 を切り 出 しても spanning類をなす

ー

どれだけ 間引 きしても spauning類をなす



Cor .4.40Ho(⑦woul -din ut co , { li } :ampleseq を 持つ
F . DCA)→D : exact 左右随伴を持 つ

Hom ( Li
,

L; [µ])
～ → F :f.

5
. ⇒ co

,ticaj .
品 ,≈Hom( i ),F(L; )[])

造上で5f.8
5

.5.だいたい

Rmk ,f.
f

.⇒ span . dass
上 で f.f . (.49 ) の変種

prf . ⇐ が非自明 。
G +FtH とする 。

。 { Lj } icco上 でn
+
HF を 示 す

。

廾
jco で unit の 補完 Lj→HF(Hj →

A

→ : dt. を取り 、

icaj で Hom(Li 、_) ①①→ 0 (“シフト)( {Li} icej :spauning 頼 より A
≈

0 .
～

→ Lj飛HF(屮
ounit

。 D
"CA)全体で GF ≈ Id を 示 す

。

。
十 )

uncoitの補完F( G)A →A→

B → : dt. を取り

jaao で Hom( -、 L )] ① 食 O→ 0 (シα)( { L; } ;cco : spauning類 より B
≈

0 . ～ →F( G)A →Am

。 これは Fiffを意味 する
ロ



Cor .4.

23 {Li} : ample seq を 持つ(-olow F :DCA)DA): exact
{ Li }疵 { L:}
↓ ↓

～㎡
F一意には
f :Id⇒FD

)に延長れる D
(A) DP()
→率

Rmk .Aut(D や)( a)' Aut ( {Li} ) は in
Outline ampleseq .による特徴づけ

StL A → DA) の 像 ={ A Hom( Li,A ^[ ]) ] =011
= 十分 iCOでExt≠o (Li

,
A
” ) が 消減

Step上 を使うと 、

FはAのを像 再び tのに 像うっす。 {Li} →疵 { L:}

Stepn3 亡《 OでLinA があり、 1
→
Id 1

↓fiion 2 ⇒ 01f. t fsit
→

要チェック Ψ Flid
1well-def性( 氏(:F(A) DCA)

→
疵D "(A)0 関 手 性

: dit . -todt.

o f. . iso CAの元→ Aの

S複体と長 さについて帰納的に . って 構成する 、
逑fliLiDn ] =LiEm]→ F(Liば"Em]

出 ↓ ↓
[0 →宮→ 0 ]= A

。 F (A ^) 要チェック
↓ ↓ o well-def性

[0 →F1→ 0 → 0] = B → 登F (B ) 0 関 手 性

↓ ↓廾
o fA
.

.

; iso
ロ



Cor . 42 ④kavamatawowl - dine its ro , { La} : ample seq .

を 持 つ

F
,
F' ∴

D(A )→D ∴ exac4 左右随伴を持 つ
、

Faf .f. で (「の右随図 。 Fに 右随件 を 持 つ

(「 の'チ随図 F : 左随件 を 持 つ

嘔意にはF
州与に参~ に 延長される

。

Stel ～
(

以前)^F

' もff .(左右随件を持ち。spa. 上で FY《:} □Fl {ic) はf.f. )

D
やCA) DPA)

聃垂中 心 小 郵→a上

。 DPCA)FD← DCA) ( ∵ f .f. より )
FF

山 上 」 珊旭山

D
やCA)
/H げ

DPEA)

郵D飛
Go F

1

DPEA)× *DiA) 」

山 H 。 F→Diet)
ョ
* (仮定)DA)郵巡* 上

垂井 G10 F (左右随伴をもち '
DPCA) ×DCt) 上 span . 上 idよりff.

目
←H

ョ ょ
珊 HOF

' (母上
D→ D

や(A ヨ
* (仮定)

*

→a

～
ー← 上 は互いに

CH



仮定 : Fl {Li} ⇒ F
'

l {Lcl
西

>t;

n)導、Z : Id

い

." F
に
( ^ FH ) 。 F'

{L} 上では § 、
§ Id ⇐ FH : counit

Stepnis F(A ) →
F
(A)や13 世 . dt.補完を取る。

dH : ex
.

HF(A ' ) → HE"(A )HH4 )). d . t.
Id

£ ↓1 H F:fof. Id

HoF
' ↓ 12 E Icounit

FH H .F
(

) (A)=FHIHF )( A)H
. FC H ) oFH

→ H 13) = 0 .

FilH 0

Step～4 Hom (li[;] , HI)) = Hom( F( L :[;]) , 13) Spanning類⇒ 11 q
m

.

(' , iso) distepa = Hom (F(Li[;] )
,
13)= Hom( Li[;], H 1() )
FiH

'

Hom (F( A^

)
,
13)= Hom( A ,1 B)H )

Ψ FiH
'

11 代
Ψ 0

～→ F (A ) ≈FCA )OB
[ - ]
→
F (A ) ≈ F'(A)心

カ F-ilH
パ

Hom (F (A')B[ -月 = Hom (AH ( B') [ED ロ


